Unidad II. El problema de dos cuerpos

En esta seccién asumiremos que las masa involucradas tienen simetria esférica y son ho-
mogéneas en cascaras concéntricas. Las dos masas se asumiran lo suficientemente aisladas
de otras masas en el universo para que la tnica fuerza actuante sea la fuerza inversamente

proporcional al cuadrado de la distancia entre ellas.

1. Movimiento del centro de masas:

Sea O el origen de un sistema inercial en donde son validas las Leyes de Newton. La posicién
de dos particulas de masas m; y msy estan dadas por los vectores ry y ra, respectivamente, la
posicién del centro de masas C' del par de particulas viene dado por el vector ﬁ, y la posiciéon
de my respecto m; por r (Figura 8).

Por la Ley de Gravitacién de Newton, la fuerza actuando sobre m; debida a ms es:

- k2m1m2 R

y aquella actuando sobre my debida a m; es:

2
kE*mimy

F, = — d,, (11-2)

r2
donde 4, es un vector unidad en la direccién de ¥, y k> = G es la constante de gravitacién.

Las ecuaciones de movimiento son:

o k2m1m2 =
miry = — T,
T
(I1-3)
. k2m1m2 5
Moleg — — 3 .
T
Sumando ambas ecuaciones obtenemos:
Si integramos dos veces:
miry + maly = Cit + Cz, (II-5)

donde ¢; y ¢ son constantes vectoriales. El lado izquierdo de la tultima ecuacién define el

centro de masas del sistema de dos particulas R = (myry + marz)/ M, donde M = my + ma.
Reemplazando:

R=--+-2 I1-6

L (1L6)



=l

@) @)

Figura 8:

que nos indica que el centro de masas PERMANECE EN REPOSO O SE MUEVE EN EL ESPACIO
CON MOVIMIENTO RECTILINEO UNIFORME. El resultado F = F; +F, = 0 es razonable al no

existir por definicion fuerzas externas actuando sobre el sistema.

2. Movimiento relativo:

El movimiento de m; y ms respecto del centro de masas C' puede encontrarse definiendo
los vectores de posicién como r1 = R+ 1} y ro = R+ r5, donde 1) y r5 son los vectores de

posicién de my y mg respecto del centro de masas C, respectivamente (Figura 8). Entonces,

=l

=15 — 17y, va que R =0, m¥; = myr] y maors = mors. Reemplazando en las ecuaciones
I1-3):

—~

2
k mqms

miry = +T (rh — 1)),
(I1-7)
j Ky 5 g
Maory = T3 (ry —r1).

Como myr} +mary = 0, podemos eliminar r5 de la primera ecuacién (I1-7) y r} de la segunda

ecuacion (II-7), resultando en:

mlr{l = —k:2m1m2 1—|—@ %7
L Mmool T
(II-8)
i L7
morhy = —k*mims 1+@ r%
L milr
Dado que: M M
_ b 11-9
r - S} my T, (11-9)
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podemos escribir:

I‘, = —kQM 7 _k'2 ﬂ% ﬁ
(11-10)
S e et <M =3

que dan las aceleraciones de m; y ms respecto del centro de masas. Es importante notar que
estas ecuaciones tienen la misma forma que las ecuaciones (II-3).

Para encontrar las posiciones de m; y mso en cualquier instante es suficiente resolver las
ecuaciones (II-10) y, luego de conocer las constantes ¢; y ca, la ecuacion (II-6). Lamenta-
blemente, en este tltimo caso no hay posibilidades de determinar estas constantes de forma
absoluta dado que estan definidas respecto de un origen fijo en el espacio. Por lo tanto, en
lo que sigue nos limitaremos a encontrar la solucién del movimiento relativo de una particula
respecto de la otra.

Si consideramos my como el origen del sistema de dos cuerpos, de las ecuaciones (II-10)

obtenemos:
kM

SOE. (I1-11)

=

donde 1 es el radio vector relativo de ms respecto de m;. La soluciéon de las ecuaciones
diferenciales de movimiento originales (ecuaciones I1-3) introducen 6 constantes cada una,
lo que implica que se requiere encontrar 12 constantes en total para solucionar el sistema.
Al ignorar el movimiento del centro de masas este nimero se reduce a solo 6 constantes. Si
se conocen en un instante dado la posicion y la velocidad de msy respecto a mq, es posible

encontrar estas 6 constantes y resolver el sistema.

3. La ecuacion de Kepler:

Dado que el movimento en una orbita eliptica es el mas importante en el Sistema Solar,
en esta seccion consideraremos el problema de encontrar las coordenadas polares [el valor de
su radio vector r y el dngulo 6 — 6, de la ecuacién (I-56) y Figura 7] para una particula que
se mueve en una Orbita eliptica conocida, dejando para mas adelante los casos parabdlico e
hiperbdélico.

Definamos el dngulo f = 6 — 6y, el cual se denomina ANOMALfA VERDADERA, y conside-
remos un circulo auxiliar con radio igual al semieje de la elipse (Figura 9). La masa m; estd
en el foco F' y la masa my se mueve en su érbita eliptica en sentido inverso al de las agujas

del reloj. Sea el segmento BA perpendicular a C'D y que incluye la posicién de ms. Entonces,
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definimos una variable auxiliar £, denominada ANOMALIA EXCENTRICA, y que varfa igual

que el dngulo f.
Por las propiedades de la elipse, tenemos que:

rcos f =acos E — ae,
- (I1-12)
rsin f = asin F — HA.
Por otra parte:
BH b A 2
= = = = ]_ — 2
© (I1-13)

a

BA
HA=BA-BH =asinE (1-V1-¢?),

donde b es el semieje menor de la elipse, y BA = asin E. Por lo tanto, la segunda ecuacién
(I1-12) puede escribirse como rsin f = asin Ev/1 — e2. Elevandola al cuadrado y sumandola

al cuadrado de la primera ecuacién (II-12) obtenemos:

r=a(l —ecos E). (11-14)

En el momento que se encuentre el valor de E se puede determinar el valor de r» mediante

esta ultima ecuacion. Para encontrar E en funciéon de ¢ usaremos un argumento geométrico.

Por calculo elemental tenemos que:
(I1-15)

area BDH B 9 _ m7

darea BDA  a
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pero el area BDH es igual a la diferencia entre las areas DFFH y BFH, y el drea BDA es
igual a la diferencia entre las dreas DCA y BC'A. Ademas, por la segunda Ley de Kepler
[ecuaciones (I-39) y (I-73)] tenemos:

1
darea DFH = inazv 1—e2(t—-1T), (II-16)

donde n = 27/P = \/GM/a? es el MOVIMIENTO DIURNO MEDIO de una particula en su
érbita (siendo P el periodo), T' es el instante de paso por el perihelio, y ¢ es el instante en

consideracion. Entonces, la ecuacion (II-15) puede escribirse como:

T etV =@t = T) = 5rsin feos |
_6 =

I-17
1a*E — fa*sin Ecos B ’ ( )

que se puede reducir utilizando las ecuaciones (I1I-12) a:
n(t—T)=FE —esinkE, (II-18)

que es una ecuacién denominada ECUACION DE KEPLER. La cantidad n(t — T) = M se
denomina ANOMALIA MEDIA y es el dngulo que el radio vector describiria si el objeto se
moviera con velocidad constante por una orbita circular con semieje igual al de la orbita
original.

Todos los métodos practicos para resolver la ecuacién de Kepler encuentran su solucién
mediante aproximaciones sucesivas y proveen un buen ejemplo de cémo solucionar numérica-
mente ecuaciones no lineales. Existen numerosos métodos de solucién disponibles, pero por
simplicidad mencionaremos solo los més importantes.

Para comenzar debemos asegurarnos que la ecuacion de Kepler tiene sélo una solucion.
Definamos la funcion:

S(E)=FE—esinkE — M, (I1-19)
y supongamos que nm < M < (n + 1)7, donde n es un entero. Entonces para E = nrw y
E = (n+ 1)7 tenemos:
S(hr) = nmr—M <0,
S(n+1)r] = (n+1)m—M >0,
por lo cual hay al menos una raiz en el rango nt < E < (n + 1)w. Ademés:

dS(E)

le—eCOSE,

que es estrictamente positiva. Entonces, podemos concluir que S(E) es una funcién creciente

y tiene a lo sumo una raiz.
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Para resolver la ecuacién de Kepler uno de los métodos méas antiguos es el denominado
método de la serie. Si se asume que el valor de e es pequeno, podemos partir de la ecuacion

(TI-18), considerar inicialmente que Ey ~ M y obtener una primera aproximacién mediante:
Ey =M +esin Ey = M + esin M. (I1-20)

Una segunda aproximacion se puede obtener utilizando como valor para E la primera apro-

ximacién dada por la ecuacién (I1-20), es decir:
Ey =M + esin E; = M + esin[M + esin M|,

que es igual a:
Ey = M + e[sin M cos(esin M) + cos M sin(e sin M)]. (I1-21)

Como el valor esin M es préximo a cero, podemos desarrollar cos(esin M) y sin(esin M)

utilizando series de McLaurin:

e2sin® M n et sint M

cos(esin M) = 1 5 I + -

e3sin® M e®sin® M
T

Reemplazando en la ecuacién (II-21) y agrupando términos segin las potencias de e, obtene-

sin(esin M) = esin M —

mos una segunda aproximacion. Si seguimos calculando aproximaciones finalmente se obtiene:
e? el
E,=M+esinM + 5 sin 2M + §(3sin3M —sinM)+---. (I1-22)
Es importante considerar seriamente donde se truncara esta serie para obtener errores acep-
tables. Por ejemplo, si se desprecian todos los términos de grado superior al tercero en la
excentricidad, el error para una 6rbita con e = 0,2 serd de ~ e* = 1,6 x 1073, que en grados
corresponde a ~ 0,09°. Si e = 0,7, el error crece a ~ 13,7°.
Supongamos ahora que la solucién de S(F) [ecuacién (II-19)] es E = D, y que el error en
el valor aproximado E, es €,, de modo que D = FE,, + ¢,. Si desarrollamos S en una serie de
Taylor alrededor de S(D), tenemos:

0 = S(D)=S(E,+¢,) =
= S(B,) +e,.S'(E,) + ;ei S"(E,) + éef; S"(E,) +---

donde indicamos con tildes las derivadas. Despreciando los términos desde €2 en adelante

encontramos que:

0=S8(E,) +€,S'(E,),
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y si partimos de un valor inicial E, las aproximaciones al valor correcto D se obtienen me-

diante:
S(E,)

- S(E,)

que da convergencia cuadratica y se denomina método de Newton. Para elegir el valor inicial

En-l—l =k,

=0,1,2,---

es importante considerar que en general y para excentricidades bajas el valor de E es bastante
proximo a M, por lo cual un buen valor inicial seria £y = M. Para conseguir una convergencia
maés rapida algunos autores sugieren valores iniciales Ey = M + sgn(sin M)ke, donde sgn(z)
indica el signo de = y k es una constante. Particularmente, Danby (1992) sugiere k = 0,85.
Una forma de acelerar la convergencia del proceso de calculo de la ecuacion de Kepler es

retener un término mas en el desarrollo en serie de Taylor de S(D):

0 = S(D)=8(E, +e,) =

I1-23
= S(En) + e S'(Bn) + 56, 8" (En) + g6, 8" (En) + -+ 12
Si despreciamos los términos desde € en adelante, encontramos que:
1
0=S8(FE,) +eS(E,)+ iei S"(E,). (11-24)

Si para el método de Newton tenfamos que E, ., = E, — S(E,)/S'(E,) = E, + 0,, ahora

podemos escribir la ecuacién (11-24) como:
1
0 =S(En) + 6, S'(En) + 50, S"(En),

que puede escribirse como:

S(En)
S'(En) + £628"(En)’

Finalmente, a partir de este valor para ¢, se obtiene la nueva aproximacién para F, ;i me-

—

diante:

S(En)
- S'(E.)

S(En)

(Sn - )
' S'(Ey) + £6,.8"(E,)

Opg = — Eoi1 = E, + 0no, (11-25)

que tiene convergencia cubica y se denomina método de Halley.

Si retenemos un término mas en la ecuacién (I11-23) para calcular ¢, y escribimos:

S(En)
S'(E,) + 10,8"(E,) + 128" (E,)’

—
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es posible resolver para 9,, utilizando el mismo procedimiento que para el método de Halley:

nl S,(En)v
T S(Ey) + 56nS (B,) (I1-26)
n3 S/(En) + %5n28//(En) + %5328”/<En) )

En+1 == En + 57137 E

que implica una convergencia tedrica de cuarta potencia. Este método de convergencia acele-
rada es, en general, dos veces mas rapido que el método de Newton.

Si resulta dificil conseguir convergencia utilizando el método de Newton o cuando el valor
de §'(E,) — 0 se deben utilizar otros procedimientos. Como S(E) es creciente y tiene una
sola raiz, es posible utilizar el método de la secante para encontrarla. Este método parte de
conocer dos valores de la funcién, S(E,) v S(E,-1), para encontrar £, ; mediante:

E, S(E,) — E,S(E,1)

S(En) = S(Ep-1)

Para aplicar este método se requieren dos valores iniciales. Una posibilidad para encontrarlos

En+1 -

es realizar una busqueda en incrementos fijos hasta que el valor de la funcién cambie de signo,
lo que estaria indicando que la raiz estaria entre estos dos ultimos valores.

El Método de Laguerre y Conway es una opcién mas rapida que el método de la secante
y fue utilizado originalmente para encontrar raices de polinomios. Posee convergencia ctibica
si se tiene una sola raiz y para raices reales usualmente genera una secuencia de convergencia
monoétona, por lo que es mucho menos sensible a la calidad del valor inicial que el método de
Newton.

Sea P,(z) un polinomio en z de grado n, cuyas raices son 71,79, - -, r,. Entonces:
P.(z)=a(x —r)(x —ry) - (x — 1),

donde a es una constante. Si diferenciamos logaritmicamente:

P, 1 1 1
A = — = _|_ e _|_ .
P, z—r1 x—r9 T —1r,
Diferenciando una vez maés:
P (P)? 1 1 1
P, (P)Y (z—11)?  (z—ry)? (x —rp)?

Supongamos que queremos encontrar un valor aproximado para r;. Dado un cierto valor x lo

suficientemente préximo a r, tenemos:
p=x—"r, Qe = T — Tk, para k =2,3,---,n.
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Si hacemos la aproximacién:
q >~ q para k+2,3,---,n,

tenemos que: . . .
-1 —
Ax-42"— Bo—— T~
p 4q p q
Eliminando ¢ y resolviendo para p se obtiene:

n

A fo (B Ay

T —r (I1-27)
donde el signo se debe elegir para maximizar el valor del denominador. restando al valor de
x el valor de p se obtiene una mejor aproximacién a r; para seguir iterando.

Supongamos ahora que queremos resolver S(D) = E —esin E— M = 0. Si en el desarrollo

anterior reemplazamos P,(x) con S(F), tenemos:

S'(E) g S'(E) (S(E)

=SB SE)  §B)? (11-28)

Como encontramos una aproximacion a la raiz que buscamos mediante la ecuacién (11-27),
podemos reemplazar los valores de A y B dados por las ecuaciones (II-28) en la ecuacién
(I1-27), y utilizarla para encontrar una nueva aproximacién E a la raiz D:
nS(E;)

Epy = E; — :
S(E) £ /(n — 1)2(S/(E)? — n(n — 1)S(E;)S"(E)

(11-29)

donde el signo del denominador debe ser el mismo de S’'(E;), y n es un valor a determinar. La
ecuacion (II-29) corresponde al método de Laguerre y Conway. Para este tipo de aplicacién
el método es poco sensible al valor que se elija para n y converge a la soluciéon ain para
valores iniciales Ej lo suficientemente erroneos para hacer fallar el método de Newton. La
Unica precaucion que se debe tener es obtener siempre el valor absoluto del radicando para
evitar valores negativos ante un valor inicial muy apartado del real. Conway propuso utilizar
n = b, pero es posible utilizar otro valor. Por ejemplo, si en la ecuacién (II-23) truncamos
después del término en €2 y resolvemos para ¢,, el resultado es equivalente a la ecuacién
(I1-29) con n = 2.

4. Posicién en la orbita eliptica:

En la seccién precedente se obtuvo una expresion para el radio vector r en funcién de
la anomalia excéntrica F, pero para determinar la posiciéon del objeto en su érbita atun se

necesita una expresion para la anomalia verdadera f.
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Partiendo de la primera de las ecuaciones (11-12), tenemos:
acos E = ae +rcos f, (I1-30)

pero la ecuacién polar de la 6rbita [ecuacién (I-72)] es:

a(l—e?)
= — I1-31
1+ecosf’ ( )
que reemplazando en la ecuacién (I1-30) nos da:
cos B = m. (I1-32)
1+ ecosf
Entonces, restanto y sumando la ecuacién (I1-32) a 1 se obtiene:
| — cosE — (1—6)(1—Cosf),
1+ecosf
(11-33)
1 1
4 cos E (1+e)( +cosf)’

1+ecos f

y dividiendo entre si las ecuaciones (II-33) se llega a:

tan? <§) = (1 :L Z) tan® (g) , (11-34)

tan <£> = \/E tan (Z) . (I1-35)

En esta tltima expresién no hay ambigiiedad en el signo debido a que tan(f/2) siempre tiene

lo que finalmente nos da:

el mismo signo que tan(F/2).
Dos férmulas ttiles donde interviene el dngulo E resultan de combinar las ecuacién (I11-14)

con la derivada respecto del tiempo de la ecuacién (II-18):

dE  na
=== 11-36
dt r’ ( )
y de la derivada respecto del tiempo de la ecuacion (11-14):
d
rol — ena®sin E. (11-37)

dt

Esta dltima expresién es equivalente a e v = re i = rdr/dt que corresponde a una relacién

importante.



5. Posicion en la érbita parabdlica:

En este caso, la ecuacion de la conica es:

| =

donde f = 0 — 0. Anteriormente vimos que para una Orbita parabdlica la velocidad areo-
lar constante es h = kv/2Mgq [ecuacién (I-67)], pero también sabemos que h = r*df/dt.

Combinando éstas con la ecuacién (II-38):

LY (J; ) _ koMa. (11-39)

0, lo que es lo mismo:

3 At (11-40)

kv?2
sect <f> df = M
Por integracién de la ecuacién (I11-40) obtenemos:

tan (‘;) + ;tam3 (g) =k ;\;”(t -T), (I1-41)

donde T es el instante del paso por el perihelio. Para encontrar la anomalia verdadera la

ecuacién (I1-41) puede escribirse como:

N1 s(f M _
tan <2>+3tan <2>—k Tq:a@_T)*O'

Si tomamos un instante tal que ¢t — T > 0, la funcién pasa de un valor negativo para f = 0°
a infinito para f = 180°, incrementandose continuamente con f. Entonces, debe existir una
solucién real y positiva para tan(f/2). En el caso que t —T' < 0 se concluye de manera similar
que existe una solucion real y negativa.

Entonces, para resolver la ecuacién (II-41) podemos usar los métodos de la secante o de
Laguerre-Conway. También es posible obtener una soluciéon directa mediante un cambio de

variables. Si reemplazamos tan(f/2) con:

tan (g) = 2cot(2w) = cotw — tan w,

tenemos también que:
tan® (‘;) = —3tan (‘;) + cot® w — tan® w.

27



Estas sustituciones permiten escribir la ecuacion (I1I-41) como:

cot? w — tan® w = 3k M(15 - T).
2¢3

Si realizamos los nuevos cambios de variables:

3
cotw = (Jcot g, cot s = §k ;\;(t -T),

podemos calcular tan(f/2) directamente.

Luego de encontrar el valor para f, el radio vector se encuentra mediante la ecuacion:

r = gsec? (ch) —q [1 + tan? (g)] . (11-42)

6. Posicién en la érbita hiperbdlica:

Este es un caso analogo al correspondiente a una érbita eliptica. La ecuacion de la orbita

es:
_ a(e? — 1)

= >1 11-43
1+ecosf cT ( )

donde f =60 — 6y. La segunda Ley de Kepler para la hipérbola [ver ecuacién (I-80)] es:

P M ) (11-44)

y la ecuacién de la energia [ecuacién (I-82)]:

dar\® L (df\ . 2 1
<dt> +r <dt> _kM[ﬁa]. (11-45)

Sustituyendo df/dt de la ecuacién (II-44) en la (II-45) tenemos:

d 2 2 2
((i:) - ”Tg [(a+7)? —a?e?], (11-46)

donde n? = k?*M/a*. Esta cantidad juega un papel similar a la cantidad andloga del caso

eliptico. Aqui también se requiere introducir una variable auxiliar F' definida por:
r =a(ecosh F —1). (11-47)
Entonces, dr = aesinh FdF' y podemos reemplazar en la ecuacién (I1-46):
ndt = (ecosh F' — 1)dF, (11-48)
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que al integrar da:
n(t—T)=esinh F — F = M, (I1-49)

que es una relacion similar a la ecuacién de Kepler, pero para el caso hiperbdlico. El radio

vector puede obtenerse de la ecuacién (I1I-47) al conocer F, y de la relacién:

a(e? —1)
A Y A hE —1 I
1+ecosf ale cos ) (I1-50)

Y e+l F
tan <2> =1/ py| tanh <2> , (II-51)

mediante un procedimiento similar al del caso eliptico [ecuaciones (II-31) a (II-35)] que da f

se puede obtener la expresion:

al ser conocida F'.

7. Elementos de la 6rbita a partir de la posicion y ve-

locidad:

Para definir la posicion, tamano y forma de la 6rbita debemos encontrar seis constantes que
la caracterizan. Asumiremos que m; estd en el centro de fuerza, ms es la masa en movimiento,
M = m; + my, y la constante de gravitacién es k? = G.

La linea que pasa por el centro de fuerza y que esta determinada por el cruce de la érbita
con el plano zy se denomina LINEA DE LOS NODOS (Figura 10). Cuando msy pasa desde abajo
hacia arriba del plano xy en el punto N se dice que my pasa por el NODO ASCENDENTE de su
6rbita. El punto N, opuesto a N, es el NODO DESCENDENTE. El dngulo €2, la LONGITUD DEL
NODO ASCENDENTE, es el angulo medido en sentido contrario a la agujas del reloj desde el
eje positivo = hasta la linea de los nodos y puede tomar valores entre 0° y 360°. El angulo 1,
la INCLINACION DE LA ORBITA, es el dngulo entre el plano orbital y el plano xy (o el 4ngulo
entre el eje z y Ua, v puede variar entre 0° y 180°.

Luego de establecer la orientacién del plano orbital en el espacio con los angulos €2 e i@
debemos prestar atencién a la forma de la orbita, y su orientacién en el plano orbital. La
conica que sigue el objeto en su movimiento esta caracterizada por el SEMIEJE MAYOR de la
elipse o el SEMIEJE TRANSVERSO de la hipérbola (en ambos casos a), o la distancia del foco
al vértice (q) para el caso de la pardbola, y la EXCENTRICIDAD e. La orientacién de la érbita
en el plano orbital estd dada por el ARGUMENTO DEL PERIHELIO, w, que es el angulo medido

en el plano orbital desde la linea de los nodos hasta el punto del perihelio.
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perihelio

-
______

Figura 10:

Algunas cantidades que son utilizadas frecuentemente son la LONGITUD DEL PERIHELIO ,
definida como @ = €2 + w, la LONGITUD VERDADERA, definida como A =@+ f = Q+w+ f,
y la LONGITUD MEDIA, definida como A = &+ n(t — 7). Es de destacar que estas cantidades
se miden en planos diferentes.

Por 1ltimo, el INSTANTE DEL PASO POR EL PERIHELIO se designa como 7. En el caso de
una érbita eliptica es frecuente reemplazar a T' por la anomalia verdadera M para un cierto
instante ¢. Es importante mencionar que usamos el término perihelio, o en oposiciéon afelio, en
un sentido general independientemente del nombre del cuerpo que se encuentre en el centro
de fuerza. Estrictamente, deberfamos hablar sélo de pericentro de la 6rbita para el punto méas
cercano al centro de fuerza, y apocentro para el mas lejano.

Si la posicién y velocidad iniciales son ro = (xg,y0,20) ¥ Vo = (dzo/dt, dyo/dt, dzy/dt)
para un instante t, es posible calcular h mediante la ecuacién (I-41). Entonces, a partir de
una reformulacién de las ecuaciones (1-69), (I-75), y (I-82), podemos decir que el tipo de
conica de la érbita viene dado por:

2 va

X:%_kzM?

(11-52)

que corresponde a una elipse, una hipérbola o una parabola dependiendo de si y es mayor,

menor o igual a cero, respectivamente.
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Para y > 0, la drbita es eliptica. En este caso, tenemos que a = 1/y y la excentricidad es:

h2
- k2Ma’

ez =1

(11-53)

ecuacién que se obtiene de P = a(1 — €?) y la ecuacién (I-57). El instante del paso por el

perihelio se encuentra mediante la ecuacién de Kepler (II-18):

: a?
T=t—(E—esink) VL (I1-54)
donde el valor del angulo E se obtiene de la ecuaciones (I1I-14) y (1I-37).
En el caso de que x < 0 tenemos una érbita hiperbdlica, donde a = —1/y y la excentricidad
es: 2 2
ec=1+ e’ (II-55)

la cual se obtiene de P = a(e® — 1) y la ecuacién (I-57). El instante del paso por el perihelio

se encuentra a partir de la ecuacion (I11-49):

1
F, = CoshF:<1+T),
e a

F = In {Fg +\/F§ — 1} sgn (fev), (I1-56)

a3

T = t—(esinhF—F) M

Por otra parte, para una érbita parabdlica x = 0. En este caso, ¢ = h?/(2GM) y el

instante del paso por el perihelio se obtiene de las ecuaciones (11-38) y (11-41):

T = tan <£> = \/Fsgn@“_”)’

2¢3
GM’

(11-57)

1
T = t—<373—|—7>

Luego de encontrar el tipo de cénica que corresponde a la 6rbita, debemos fijar la posicion
del plano orbital respecto del plano zy del sistema de coordenadas. La velocidad areolar es

A= %h ua, donde Uz es un vector perpendicular al plano orbital [ecuacién (I-38) y Figura
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10]. Las componentes de la velocidad areolar son:

1fde dyy 1
o \Yar ") T 2
1 de dzy 1
o\Far " far) T 2%

1/ dy dz 1
—|lx—=—y— | = =cs,
o \"ar Y 2
donde ¢y, co, v c3 son constantes relacionadas con h por:
VA +d&+dd=h.
El vector us puede ser expresado en términos de los elementos () e ¢ mediante:
up = (sinisin Q)X + (—sinicos Q) y + (cosi) Z.
Entonces, la velocidad areolar es:
: .. . .. . 1 N A
A= (§hsm@s1n§2)x + (—§hsm@cosQ) v+ (ihcosz) 2.

Comparando las ecuaciones (II-58) y (II-61) se observa que:

c1 = hsinisin(),
co = —hsinicos ),
c3 = hcosi,

lo que permite encontrar los angulos € e 7.

(I1-58)

(I1-59)

(11-60)

(11-61)

(11-62)

Finalmente, el angulo w se puede calcular a partir de un nuevo angulo auxiliar al que

llamaremos f = w + f. Partiendo de:

rcosf = xcos+ysin€,

rsin f = (—zsinQ + ycos)cosi + zsini,

(11-63)

como § e i son conocidos [ecuacion (I1I-62)] y ' se conoce de las condiciones iniciales, las dltimas

ecuaciones permiten encontrar f para el instante t. Ahora, si diferenciamos la ecuacién (I-56)

respecto del tiempo:
df ~ Pdr

—(esin f) IR ey
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y dado que r2df/dt = r?df/dt = h, y:

dx dy dz
_,dz dy = dz_ I
rdr/dt T3 +ydt +Zdt rev, (11-65)

entonces la ecuacién (I1-64) puede escribirse como:

P |rev
in f=— ) 11-66
esin f h [ . ] ( )
Dividiendo esta tltima por e cos f obtenido de la ecuacién (I-56), encontramos:
Pl rev
t = I1-67
=225, (1:67)
y como f se obtiene de la ecuacién (II-63), encontramos el argumento del perihelio:
w=f—f. (11-68)

El valor de P en la ecuacién (I1-67) dependera de si la cénica es una elipse (P = a[l — €%]),
una hipérbola (P = a[e? — 1]), o una pardbola (P = 2q).

La constante de gravitacién G fue determinada por mediciones de laboratorio y su valor
en el sistema de unidades cgs es G = 6,672 x 10~ dyn cm? g~2. Si utilizamos como unidad de
tiempo el dia solar medio, como unidad de distancia la unidad astronémica y como unidad
de masa la masa del Sol, tenemos que G = 2,959 x 10~* y k = 0,01720209895. Como desde
los tiempos de Gauss los valores de masa y distancia han cambiado, habria que modificar
también la constante k. Para evitar esta complicacion, lo que se hace es mantener £ constante

y modificar el valor de la unidad de distancia.

8. Las funciones F y G:

Sea un objeto en drbita sujeto a una fuerza central gravitatoria [ecuacién (II-11)] cuya
posicién y velocidad en un instante ¢y son ry y V. Como el momento angular de la 6rbita no
es cero (T no es paralelo a vy), si ' es la posicién del objeto para cualquier instante ¢ existen

dos escalares F y G que cumplen con:
r=JFr)+ GV (11-69)
Como F y G dependen de los instantes ¢y y ¢, la ecuaciéon anterior puede escribirse como:
r= F(t, to) r(ty) + G(t, to) V(to)- (11-70)
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Estas funciones escalares son independientes del sistema de referencia utilizado para resolver
los vectores. En particular, la ecuacién (II-70) es valida en un sistema de coordenadas que
utilice como plano de referencia el plano orbital. En este SISTEMA ORBITAL DE REFERENCIA
el origen coincide con el foco ocupado por la masa central, su eje positivo X apunta al perihelio
de la drbita, el eje positivo Y se encuentra en la direccién correspondiente a f = 90°, y el eje
positivo Z es paralelo al vector de momento angular.

Para el caso de una orbita eliptica, las ecuaciones (II-12) a (II-14) permiten expresar las

coordenadas de un objeto en este sistema como:
X = rcosf = a(cosE —e),
(I1-71)
Y = rsinf = avVl—e?2sinkE.

Diferenciando las ecuaciones (II-71) respecto del tiempo se obtienen las componentes de la

velocidad:
dXxX na® .
— = ———sink,
dt r
(11-72)
dY na*y/'1 — e2
E = 7 COS E

Si aplicamos la ecuacion (I1-70) al sistema dado por la ecuacién (II-71) y descomponemos los

vectores en el plano de la orbita tenemos:

(I1-73)
Y = FY(to) + G (t).
Resolviendo para F y G:
1 dYy dX
F o= 5 KOG ) - YOS ).
(I1-74)
G = SY(OX(t) = XY (t)],
donde: iy AX
D= X(to)a(to) - Y(to)g(to) = h.

Reemplazando las componentes de posicién y velocidad con las ecuaciones (II-71) y (II-72) y

simplificando, obtenemos:

F = lcos(E— Ey) — 1]+ 1,
G = Ll[sin(E — Ey) —esinE + esin By) = (IL-75)
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Encontradas F y G, la ecuacién (I1I-70) puede ser considerada como una solucién de la ecuacion
(II-11) con los vectores Iy y Vo como constantes arbitrarias.

La velocidad en un instante ¢ puede encontrarse mediante:

OF (t.t0) 3
T I‘(to) + T V(t()), (II—76>

vV =

y utilizando las ecuaciones (I1I-14), (II-18) y (II-75), podemos escribir:

OF(t,to) = aa .
= —;r—on sin(E — Ey),

(11-77)
9G (¢, to)

a
ST . [cos(E — Ey) — 1] + 1.

Otro método més general para obtener valores para F y G es expandir r alrededor de un

valor rg en potencias de (¢ — ty). Partiendo de una serie de Taylor:

S - .o 1 .1
r(t) =r +(t—to)FO‘l‘i(t—to)2ro+6(t—to)31‘0+"',

como ryp = —GMry/ry, v
i _G./\/lr'o SGMFO%
o~ re rg dt’
al reemplazar obtenemos:
1GM 1 GM dry
r(t)= |1—= t—19)? + = VIRT: BT .
r(t) [ 27“5’( 0) 2 rg dt( o) + ]rmt
1GM S
+ l(t—to) e (t—to)® + ] Vo.
o

Si comparamos este ultimo resultado con la ecuacién (I1-70) obtenemos que:

1GM

— o N 2 1 B 3
Fltto) = 1= g=a=(t=to)f+ 3=t = to)" + -,
(I1-78)
1GM
g(tato) = (t—to)—f (t—t0)3_|_...’

3
6 15

que son las series F y G, cuyos primeros términos resultan ttiles cuando se conoce rg pero

no Vvp.

35



9. Funciones F y G para una o6rbita hiperbdlica o pa-

rabodlica:

Para encontrar las funciones F y G en el caso de una orbita hiperbdlica debemos partir
de las coordenadas del objeto en el sistema orbital de referencia y de sus derivadas respecto

del tiempo:

X = rcosf=ale—coshF),

Y = rsinf=ave?—1sinhF,

11-79
dx a’n | )
E = —T senh F,
2
g _an €2 — 1cosh F.
dt r B
Reemplazando en las ecuaciones (II-74) obtenemos:
F =21 —cosh(F — Fp)] + 1,
(11-80)
G = % [esinh F' — esinh Fy — sinh(F — Fp)] =
= (t —to) + % [(F — Fy) — sinh(F — Fy)],
siendo sus derivadas respecto del tiempo:
OF(t,t aa .
<8t ) = —;T—On sinh(F — Fyp),
(I1-81)
t,t
89(@);0) — % [1 — cosh(F — Fy)] + 1.

Par el caso parabdlico, la tnica posibilidad es expresar las funciones F y G en funcién de
la anomalia verdadera. Las coordenadas del objeto en el sistema orbital de referencia y sus

derivadas respecto del tiempo son:

X = rcosf, ]
Y = rsinf,
(11-82)
dX _ he in fcos f — h in f
Eraales sin f cos ~sin f,
dYy he . 4 h
i 5sm f—l—;cosf. ]
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Reemplazando en las ecuaciones (II-74) obtenemos:
F = Fleos(f—fo) = 1]+1,
(11-83)
g = % [Sln(f - fO)] )
siendo sus derivadas respecto del tiempo:
OF(t,t GM . . .
ho) _ CSin(f = fo) + esin f — esin fo]
(11-84)
G (t,to) To

5 = pleos(f—fo) -1+ 1.

)

10. Posicién de la 6rbita en el espacio:

En el Sistema Solar, para posicionar la érbita en el espacio se hace coincidir el sistema
inercial de referencia con un sistema de coordenadas ecliptico heliocéntrico, donde el centro
de fuerza coincide con el Sol y el plano zy coincide con el plano ecliptico. En este sistema el
eje positivo z se orienta segtin el Punto Vernal v, el eje positivo y a 90° en sentido antihorario
desde el eje positivo z, y el eje positivo z perpendicular al plano ecliptico y en el sentido
de la latitudes eclipticas positivas. Al relacionar el sistema de coordenadas de este modo es
importante recordar que se vera afectado por precesion y nutacién, por lo cual sera necesario

referir los elementos orbitales €2, w e 7 al equinoccio respectivo.
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Para convertir estas coordenadas a geocéntricas se requiere conocer la posicion de la Tierra
en su orbita, por lo que resulta necesario calcular su posicion del mismo modo que se realiza
para cualquier otro objeto orbitando alrededor del Sol. Si para un cierto instante ¢ la posicion
de un objeto es ¥ = (z,y, z) y la posicién de la Tierra es rg, = (g, Yo, 2s), ambas respecto

del Sol, la posicién geocéntrica de ese objeto es (Figura 11):

p=T—rg, (11-85)
con componentes:
f = T —Zg,
n o= Y—Ya, (11-86)
( = z2— zg.

Entonces, la longitud ecliptica geocéntrica, N\, y la latitud ecliptica geocéntrica, B, del objeto

se obtienen de:
tan A =

m S

(11-87)
¢
VE+

tan 3 =

11. Problema del valor inicial:

Uno de los problemas basicos del calculo de efemérides es cémo obtener los vectores de
posicion y velocidad de un objeto para un cierto instante a partir de vectores conocidos para
otro, llamado usualmente PROBLEMA DEL VALOR INICIAL.

Si consideraremos condiciones iniciales correspondientes a una érbita eliptica, la mejor
opcién es utilizar las funciones F y G [ecuaciones (II-75) y (II-77)], pero se debe reformular
la ecuacion de Kepler para obtener directamente la diferencia entre las anomalias excentricas,
AFE, correspondientes a los instantes ¢, y t.

Sea un objeto en Orbita eliptica cuya posicién y velocidad par el instante o son rg y Vo,

respectivamente. Reformulando la ecuacién (I-75), se encuentra el semieje mayor de la érbita:

2
2 U

1
a

N To k2M ‘

Siresulta que 1/a < 0 nos estaria indicando que la 6rbita es parabdlica o hiperbdlica. Conocido

a, podemos encontrar el movimiento diario medio para una orbita eliptica:

GM

a3’

n =
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A continuacién, de las ecuaciones (II-14) y (I1-37) obtenemos:

7o
ecoskFy= 1— —,
a
_ I'o ® Vo
esin By = O
na

de donde se puede encontrar e en lugar de utilizar la ecuacién (II-53). Si restamos entre si la

ecuacion de Kepler para ty de la correspondiente para ¢, tenemos:
nAt = AE — esin E/ + esin Ey, (I1-88)

donde At =t —tyy AE = E — Ey. Como E = Ey+ AE, podemos escribir la ecuacién (11-88)
como:
nAt = AE — ecos Eysin AE + esin Ey(1 — cos AFE), (11-89)

que corresponde a una nueva forma de la ecuacién de Kepler y permite encontrar AE por
alguno de los métodos de resolucién estudiados.
Para poder usar las funciones F y G también debemos conocer r/a, pero este valor puede
encontrarse a partir de la ecuacién (II-14):
r
— =1—ecosk,
a
=1—-ecos(Ey+ AE),
=1—ecos Eycos AE + esin Eysin AFE.

Finalmente, ¥ y Vv se obtienen de:

r(t) = Fro+ Gvo,

. oF . 0§
W)= St v

En el caso de una orbita hiperbodlica, el desarrollo es similar al mostrado para el caso eliptico.

La ecuacién correspondiente a este caso, en la forma de la ecuacion (I1-89), es:
AM = ecosh Fysinh AF + esinh Fy(cosh AF — 1) — AF,

y el valor de 7/a, se obtiene a partir de la ecuacién (1I-47):

=ecosh F' — 1,
= ecosh(Fy + AF) — 1,
= ecosh Fycosh AF + esinh Fysinh AF — 1.

a
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12. Vectores de posicion y velocidad a partir de los ele-

mentos orbitales:

Para encontrar r y v para un instante dado a partir de los elementos orbitales existen
varios procedimientos posibles, pero aqui describiremos un método basado en el problema del
valor inicial.

Independientemente del tipo de o6rbita que estemos considerando, si utilizamos un sistema
orbital de coordenadas sabemos que en el punto del perihelio tendremos vectores ¥ = (¢, 0, 0)
y v = (0,v,0). El valor de ¢ lo podemos calcular con las ecuaciones (I-67), (I-72) o (I-79) con
f = 0°, mientras que el valor de v se puede obtener de las ecuaciones (I-69), (I-75) o (I-82).

Conocidos estos vectores de posicion y velocidad, para llevarlos del sistema orbital de
coordenadas a un sistema ecliptico debemos rotar el sistema alrededor del eje z un angulo
—w, alrededor del eje x un dngulo —i, y alrededor del eje z un angulo —¢).

Finalmente, con los vectores correpondientes al punto del perihelio orientados correcta-

mente en el espacio es posible llevarlos a cualquier punto de la érbita utilizando las funciones

Fyag.
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