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Actividades:

Práctica 8:

Para dos de las variables de su archivo de datos estime la
precisión en los parámetros para el tamaño de las
muestras, ajuste modelos creados con generalizaciones
multiparamétricas de su elección, grafique los errores y
estime con una prueba de hipótesis si son aleatorios o no.

Práctica 9:

Para los dos ajustes realizados en el práctico anterior
calcule el intervalo de confianza proyectado y la varianza
de cada uno de los parámetros del modelo.
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Práctica 8:

Vamos a tratar de ajustar una distribución bimodal usando
una combinación de distribuciones normales a la muestra de
magnitudes absolutas de objetos Apollo del archivo
apollo-aeih.dat, utilizando un modelo no lineal. La muestra
cuenta con 9239 elementos lo que me permite una precisión
relativa en los estimadores del 1 %.
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Práctica 8:

La distribución de magnitudes para los objetos Apollo es la
siguiente:
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Práctica 8:

La función (arbitraria) usada para el ajuste es:

p(x) =
k1√
2πσ1

exp

(
−(x − µ1)
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+
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Práctica 8:
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Práctica 8:
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Práctica 8:
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Práctica 9:

Uso bootstrap para generar muestras sintéticas y obtener
parámetros sinteticos del ajuste:
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Práctica 9:

Calculo los valores extremos para un intervalo de confianza de
68,3 % para los parámetros simulados (se muestra solo el
cálculo de µ1):
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Práctica 9:
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Práctica 9:

Calculo la matriz de covarianza para obtener las varianzas de
los parámetros:
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Correlación y asociación:

El objetivo es comparar ciertos resultados con otros o con un
modelo:

verificar que las observaciones de otro son rasonables.

verificar que nuestras observaciones son rasonables.

para verificar una hipótesis.

en ausencia de otra suposición, verificar si existe relación
entre variables aleatorias para definir una nueva ley.

En el caso de existir alguna relación entre las variables se dice
que están correlacionadas o asociadas.
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Correlación y asociación:

Para realizar un análisis de correlación hay que tener algunos
cuidados:

la correlación entre dos cantidades se observa
gráficamente?

la correlación observada puede deberse a efectos de
selección?

si se encuentra una correlación, tiene sentido f́ısico?

hay grupos de puntos agrupados (∼ 10 %) que si se
remueven destruyen la correlación encontrada?.

recordar que si aparece una correlación entre dos variables
es posible que sea una consecuencia de la dependencia de
ambas respecto de una tercera.
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Correlación y asociación:

Ejemplo de efectos de selección en luminosidades en radio de
radio-fuentes contra módulo de distancia:

Posgrado - FCEFN-UNSJ - rgh 2020 Procesamiento y Análisis de Datos 15 / 44



Correlación y asociación:

Casos t́ıpicos de una falsa correlación:
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Correlación y asociación:

Si un modelo tiene parámetros a1, a2, · · · , aM , la matriz de
covarianza C es una matriz cuadrada M ×M cuyos elementos
son:

Ci ,j = Cov(ai , aj)

Esta matriz es simétrica ya que Cov(ai , aj) = Cov(aj , ai) y en
su diagonal están las varianzas de cada parámetro Cov(ai , ai).

Si Cov(ai , aj) = Cov(aj , ai) = 0 se dice que los parámetros ai
y aj son independientes entre śı. Si
Cov(ai , aj) = Cov(aj , ai) < 0 los parámetros ai y aj están anti
correlacionados y en el caso de Cov(ai , aj) = Cov(aj , ai) > 0
se dice que los parámetros ai y aj están correlacionados.
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Correlación y asociación:

Para medir correlación hay que definir formalmente como
se relacionan dos variables. Entre dos cantidades a y b se
utiliza el coeficiente de correlación ρ el cual puede ser
calculado a partir de la matriz de covarianza:

ρ =
Cov(a, b)

σaσb

donde −1 < ρ < 1, siendo ρ = 0 prueba de
independencia.
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Correlación y asociación:

Un estimador para el coeficiente de correlación es el
coeficiente de Pearson:

r =

∑N
i=1(ai − ā)(bi − b̄)∑N

i=1(ai − ā)2
∑N

i=1(bi − b̄)2

cuya varianza es:

σ2
r =

(1− r 2)2

N − 1
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Correlación y asociación:

Una prueba paramétrica tradicional es intentar rechazar la
hipótesis ρ = 0 calculando r y probando para un valor no
nulo:

t =
r
√
N − 2√

1− r 2

que tiene una distribución T de Student con N − 2 grados
de libertad. Si el valor de t excede el correspondiente
valor cŕıtico la hipótesis de que las variables no tienen
correlación se puede rechazar al nivel de significancia
elegido.
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Correlación y asociación:

Una prueba no paramétrica bien conocida es el coeficiente
de Spearman, donde para un conjunto de pares (xi , yi) se
obtienen mediante ordenación sus rangos Xi e Yi y se
calcula:

rs = 1− 6

∑N
i=1(Xi − Yi)

2

N3 − N

donde 0 < rs < 1 y un valor alto significa correlación. Si
N ≥ 30, la variable:

tr = rs

√
N − 2

1− r 2
s

también se distribuye como T de Student con N − 2
grados de libertad.
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Correlación y asociación:

En el módulo scipy.stats tenemos disponibles funciones para
varias pruebas de correlación, tanto paramétricas como no
paramétricas:

scipy.stats.pearsonr()

scipy.stats.spearmanr()

scipy.stats.pointbiserialr()

scipy.stats.kendalltau()

scipy.stats.weightedtau()
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PCA:

Para buscar correlaciones entre varias variables
necesitamos aplicar un procedimiento denominado Análisis
en Componentes Principales (PCA), el cual siempre se
puede describir de forma geométrica o algebraica.

Consideremos M variables representadas por una nube de
puntos en un espacio M-dimensional. Si dos de estas
variables están correlacionadas, la nube de puntos
aparecerá alargada según cierta dirección en ese espacio.
PCA permite identificar estas direcciones, M en total, y
las usa como un sistema de coordenadas ortogonal.
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PCA:

Primero vamos a hacer una interpretación geométrica.
Suponganos que tenemos el siguiente conjunto de N valores
de dos variables X e Y :

xx=[0.41, 1.15, 2.7 , 3.82, 4.2 , 4.5 , 4.65, 5.41, 5.64, 6.11,
7.12, 7.23, 7.6 , 7.65, 7.73, 7.79, 7.85, 8.22, 8.26, 9.76]

yy=[ 7.33, 1.10, 7.62, 13.12, 14.54, 16.10, 20.43, 20.59,
12.27, 17.19, 23.52, 17.65, 21.25, 21.51, 23.85, 21.57, 29.28,
26.00, 30.00, 25.34]

Al calcular la matriz de covarianza se verifica que existe una
fuerte correlación entre ambas variables al obtener
Cov(x , y) = Cov(y , x) > 0:
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PCA:
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PCA:

debido a las diferentes escalas y unidades es conveniente
renormalizar los datos con su valor medio y desviación
standard. Si tenemos una muestra x ′1, x

′
2, · · · , x ′N se

renormaliza con xi =
x ′i−x̄ ′

s
.
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PCA:

Se identifica la dirección de máxima elongación al
minimizar la suma cuadrática de las distancias a este eje.
La distancia de cada punto desde el origen sobre este eje
corresponde a la Primera Componente Principal (PC1).
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PCA:

La dirección perpendicular a la de máxima elongación
corresponde al segundo eje y se define siguiendo el mismo
procedimiento. La distancia de cada punto desde el origen
sobre este eje corresponde a la Segunda Componente
Principal (PC2).
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PCA:

PCA permite identificar las M direcciones posibles al
obtener Cov(x , y) = Cov(y , x) = 0 en la matriz de
covarianza.

En el caso plano la orientación final de los ejes de
referencia se resuelve simplemente con una rotación pero
en un sistema multidimensional no es tan sencillo y es
necesario definir un nuevo sistema de coordenadas
ortogonal.

Para realizar esta tarea tenemos que considerar antes
algunas propiedades matriciales con el objeto de
diagonalizar la matriz de covarianza.

Posgrado - FCEFN-UNSJ - rgh 2020 Procesamiento y Análisis de Datos 29 / 44



Matrices:

Una matriz A se dice que es simétrica si es igual a su
transpuesta: A = AT.

Una matriz A se dice que es hermitiana si es igual a la
conjugada compleja de su transpuesta: A = (AT)∗.

Una matriz A se dice que es ortogonal si su transpuesta
es igual a su inversa: AT ∗ A = A ∗ AT = I.

Una matriz A se dice que es unitaria si su conjugada es
igual a su inversa: A∗ ∗ A = A ∗ A∗ = I.

Una matriz A se dice que es normal si conmuta con su
hermitiana conjugada: (AT)∗ ∗ A = A ∗ (AT)∗.

Para matrices reales ser hermitiana es igual a simétrica,
unitaria es lo mismo que ortogonal y ambas clases son
normales.
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Autovectores y autovalores:

Una matriz A de dimensiones M ×M se dice que tiene
un autovector v y el correspondiente autovalor λ si
verifica que:

A ∗ v = λv

la ecuación anterior se puede escribir como:

(A− λI) ∗ v = 0

que solo es posible si det(A− λI) = 0, lo que corresponde
a un polinomio de grado M en λ cuyas raices son los
autovalores buscados.

en inglés se denominan eigenvector y eigenvalue (”eigen”
es una palabra alemana para ”propio” o ”t́ıpico”).
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Autovectores y autovalores:

det(A− λI) = 0 prueba que siempre hay M autovalores,
no necesariamente distintos (en ese caso, autovalores
degenerados).

Además, a cada uno de los autovalores le corresponde un
autovector.

Los autovectores de una matriz normal con autovalores
no degenerados son completos y ortogonales cubriendo el
espacio vectorial M-dimensional.

Si se suma a cada lado de la ecuación A ∗ v = λv el
término τv, los autovalores cambian en una cantidad
aditiva τ mientras que los autovectores no cambian.
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Autovectores y autovalores:

Si la matriz V es una matriz M ×M cuyas columnas son
los autovectores de una matriz real y simétrica A, al ser
sus autovectores ortonormales tenemos:

A ∗ V = V ∗


λ1

λ2

. . .

λM


Multiplicando ambos lados por VT se logra diagonalizar la
matriz:

V−1 ∗ A ∗ V = VT ∗ A ∗ V =


λ1

λ2

. . .

λM
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PCA:

Ahora vamos a hacer una interpretación algebraica.
Suponganos que tenemos el mismo conjunto de N valores de
dos variables X e Y :

xx=[0.41, 1.15, 2.7 , 3.82, 4.2 , 4.5 , 4.65, 5.41, 5.64, 6.11,
7.12, 7.23, 7.6 , 7.65, 7.73, 7.79, 7.85, 8.22, 8.26, 9.76]

yy=[ 7.33, 1.10, 7.62, 13.12, 14.54, 16.10, 20.43, 20.59,
12.27, 17.19, 23.52, 17.65, 21.25, 21.51, 23.85, 21.57, 29.28,
26.00, 30.00, 25.34]

Se renormalizan los datos con su valor medio y desviación
standard, y se calcula la matriz de covarianza:
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PCA:

Calcular los autovalores y autovectores de la matriz de
covarianza:

Los autovalores encontrados en el vector w dan el peso de
cada eje de correlación e indican el orden de los mismos
(PC1 es el de mayor valor, PC2 el siguiente, etc.).

La columnas de la matriz V corresponden a cada
autovector en el mismo orden que se dan los autovalores
en w.
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PCA:

Construir una matriz con los autovectores en las filas y
según el orden indicado por los autovalores, pudiendo
descartar los que tengan autovalores muy bajos.

Construir una matriz con los vectores de datos para cada
variable en las filas en el mismo orden que se utilizó para
calcular la matriz de covarianza.

El producto de estas matrices dan los valores de PC1 y
PC2 para cada punto:
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PCA:

Datos escalados originales

Posgrado - FCEFN-UNSJ - rgh 2020 Procesamiento y Análisis de Datos 37 / 44



PCA:

Transformación en PC
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PCA:

Ejemplo: Utilizando la cuarta versión del Moving Object
Catalogue del Sloan Digital Sky Survey (SDSS-MOV) se hace
un análisis de componentes principales de los flujos observados
para asteroides numerados con el objeto de clasificarlos
taxonómicamente.

Se van a extraer las magnitudes y sus errores, se encontrarán
los colores corregidos por la contribución del Sol, y se
obtendrán los flujos normalizados al flujo en el filtro r’.

De las más de 200000 observaciones se seleccionan aquellas
cuyos errores en flujo sean menores al 10 % y que los flujos en
diferentes filtros cumplan con una serie de requisitos.

Un paper con un trabajo similar aunque algo diferente en el
procedimiento es Icarus 183, 411-419, 2006.
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PCA:

Posgrado - FCEFN-UNSJ - rgh 2020 Procesamiento y Análisis de Datos 40 / 44



PCA:
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PCA:
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PCA:
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Actividades:

Práctica 10:

Hacer un Análisis de Componentes Principales con todas
las variables del archivo de datos que está usando para los
ejercicios del curso.

Entrega

Para la próxima clase

Por consultas: ricardo.gil-hutton@conicet.gov.ar
Grupo de Ciencias Planetarias - CUIM 2
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